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V. Opérateurs
arithmétiques

Cas d’un additionneur :
N nombre de bits des données
Table de vérité a 2xN entrées et N+1 sorties
N+1 fonctions logiques, table a 22N lignes
AN : N=8 = 65536 de lignes

N=12 = 16,78 millions de lignes

N=16 = 4,3 milliards de lignes

On ne peut pas avoir une approche a partir des tables de vérité. Par

ailleurs, une approche a partir des tables de vérité ne permettrait pas
de définir les temps de propagation (temps de calcul) des opérateurs.

On crée et on Structures ordonnées, cascadables a partir de sous-structures
assemble des élémentaires, souvent calquées sur I'opération arithmétique
briques de base. o L uv qu u P qu

R élémentaire.
\y Remarque : on peut alors prévoir le temps de propagation (temps

de calcul), la consommation de puissance et la surface (le codt)

Addition — Additionneur a propagation simple
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Additionneur a propagation simple (cf TD-TP)

a
=1
b . ] s
&} ) full et
l---»:' n —| adder
r -] b —r
NG [ n n+
40— avder
b, — r
OH 0
s
"o ful [ 20— ’
1 —| auder b —| . -
b, —| r La propagation de la retenue limite la
|— s . 7
. a— ' vitesse de I'opérateur.
b 2 .

E Temps de propagation de la retenue :

i

:%

3

(Tp délai d’une porte logique (ex: NAND))

T h
82 —| avger
b, —| 2 a, |
) b, |

NI Rl S 5wt
N-T—] adder
b — Nt
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Additionneur a retenue anticipée (carry look-ahead adder)

by a i r s

i 0 0 0 0 O

r=ia. b s r 1-(ar+b; ).expre55|on de la retenue de rang i 00 1 0 1

"""""""""" 010 0 1

On a une retenue au rangi :sil'on propage une retenue de rang i-1 ou 0 ﬁ“l'\{z\l 0
si le full adder i génére une retenue. A o it

. . & 1 0 0 0 1
On introduit : =y ==

P.=a.+b. propagation de rangi e "-1"':-11 0

e e . ,r1-’1‘|0|1:0
G;=a;.b; génération de rang i i e

. i1 1j11111
Alors : ool __,

r=G+r,,.P, expression de la retenue de rang i

Les P; et G, peuvent également servir a calculer la somme s,.
a;®b; = G;®P; = G;®P; ; alors s; = a;®b;®ri_1 = G;®P;®ri_1 = G;. BT,

Addition — Additionneur a retenue anticipée (cont.)
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V. Opérateurs
arithmétiques

Grace a un circuit anticipateur de retenue, on peut calculer la retenue de sortie en 3Tp.
Le mécanisme d’anticipation peut s’appliquer par bloc de bits.

On considére 4 fulladder 1 bits, d’indice i a i+3.

On a une retenue dans i+3 si:

Fonctions de génération et propagation de retenue par bloc de 4:
Git3,=Gis3tPiu3GiiatPiss: P2 GiygtPius. Pia. PG
Pis3i= Pisa-Pisa-Pisa Py

Me3=Gisit Piasilia

IV. Opérateurs arithmétiques
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r
i1
o M:3=Gis3tPii3GiaatPiss. Piup.GisgtPiua. Pip. Py Git Piya.Piys Py Piriy
a; L
b ,éhga‘ o8 ob o8 gy ©B om OB g OB OB O3 op o8 oD OB o
G T O A A O I ' S T
Pi+1 FI"S-i circuit anticipateur circuit anticipateur circuit anticipateur circuit anticipateur
AT gage 5 i3 #3i +3,i i3
E_‘g il
] ! g_ i) & ) = ) = o =
34 E & & & E 2 & & &
a.] Pi+2 =, | circuit anticipateur -l
2] stage 3 X i+15 -
b+ 2 £ o
. G:*Z G‘naj
a. ] Pia
7 e [: Pour un additionneur 16 bits, propagation de la
- Gl retenue en 5.Tp au lieu de 16.2.Tp
r\'3

rli+15=Gi+15,i+12+Pi+15,i+12'Gi+11,i+8+Pi+15,i+12' I:,i+11,i+8'Gi+7,i+4+Pi+15,i+12' I:>i+11,i+8‘ I:)i+7,i+4‘Gi+4,i+1
+Pi+15,i+12' I:,i+11,i+8' I:,i+7,i+4‘|:>i+_'~’>,i‘ri—l
‘ Idée : Le temps de propagation ne varie plus avec N (nb bits) mais avec log,(N) ‘

Addition — Additionneur a sélection de retenue
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Additionneur a sélection de retenue

N=P+Q

Dyt p Aie D1 e Be.io 1o
1 I | | | |
additionneur Q bits -1 ’-{ additionneur Q bits |-0 additionneur P bits Fre
5»{-1,9 SN.-1‘P Tp-1 sp-w
| |
"p-1
TNt Sv1.p %10

Idée : les calculs sont faits en paralléle pour les deux cas possibles de
retenue. Le bon résultat est sélectionné quand la retenue est connue.

IV. Opérateurs arithmétiques
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simu/C5_addition_anticipee.circ
simu/C4_addSelectionRetenue.circ
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Addition — Comparaison des structures

V. Opérateurs
arithmétiques

3 types principaux d’additionneurs

425

>
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>

Additionneur a propagation simple 0

®

S

Additionneur a retenue anticipée (

/C-\

'

Additionneur a sélection de retenue

®

Soustraction

IV. Opérateurs
arithmétiques

Principe

A-B = A+(-B)
Utilisation d’additionneur et d’inverseur.
Codage complément a deux, -B s’obtient par :

De maniere générale : complémentation des entrées et rya 1.

1 - | s rk-1 —_
full 0 full
adder adder

ag Ay
O il R o W )

— Sk

@

Additionneur/soustracteur : utilisation d’inverseurs commandés (XOR).

IV. Opérateurs arithmétiques
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13 TEXAS CD54HC283, CD74HC283, CD54HCT283, CD74HCT283
[NSTRUMENTS SCHS176E — NOVEMBER 1997 — REVISED JULY 2022

High-Speed CMOS Logic 4-Bit Binary Full Adder with Fast Carry

1 Features 2 Description

+ Adds two binary numbers The CDx4HC283 and CDx4HCT283 contain 4-bit
+ Full internal lookahead binary adders. The HCT device has TTL-voltage
« Fast ripple carry for economical expansion compatible inputs.

+ Operates with both positive and negative logic

Device Information
+ Fanout (over temperature range)

Ul
_ Standard outputs 10 LSTTL loads PART NUMBER PACKAGE" |BODY SIZE (NOM)
— Bus driver outputs 15 LSTTL loads CD54HG283 J (CDIP, 16) |24 38 mm x 6 92 mm
+ Wide operating temperature range: —-55°C to 125°C CD74HC283CD74H | D (SOIC, 16) |9.90 mm x 3.90 mm
+ Balanced propagation delay and transition times 283 N (PDIP, 16) |19.31 mm x 6.35 mm
+ Significant power reduction compared to LSTTL CD74HCT283CD74 |D (SOIC, 16) |9.90 mm x 3.90 mm
Logic ICs HCT283 N (PDIP. 16) |19.31 mm x 6 35 mm

+ HCtypes
“ CD74HC283M96 4-bit logic adder & sutractor Hi-Speed CMOS
0,602 € Mouser 2026

11

& ENSGTI

ECOLE D'INGENIEURS

IV. Opérateurs
arithmétiques

Unité arithmétique et logique

i@
. . oo e
Opérations arithmétiques : +, - V sevecmion ACTIVEHIGH DATA
M=H M= L; ARITHMETIC OPERATIONS
A H H . H H LOGIC Ch=H Tp=L
Opérations logiques : ET, OU, inversion, XOR s s omos | -OSC et -t
L L © ¢t F=a F=A F=APLUS1
LoLoL H F=A+B F=A+B F=(A+BIPLUS1
L L H L F=AB F=A+B F=(A+BIPLUS1
. Exemp|e d’ UAL : (74181TT|_) L L H H Feo F = MINUS 1 (2's COMPL) F=2ZERO
- L H L L F=AB F=APLUS AB F= APLUS ABPLUS 1
L H L H F=B F=(A+B] PLUS AB F = (A +B) PLUS AB PLUS 1
h L H H L F=A®B F = A MINUS B MINUS 1 F= AMINUS B
Gi=S3'ai'bi+SZ'ai'bi L H H H F=AB F= AB MINUS 1 F=AB
T H L L L F=A+B F=APLUS AB F=APLUS AB PLUS 1
P.=a+ So.b~+ Slb H L L H F=R@8 F=APLUSB F=APLUSBPLUS1
R I ! H L H L F=B F=(A+B)PLUS AB F=(A+B] PLUS AB PLUS 1
L H L H H F=AB F=ABMINUS 1 F=AB
H H L L F=1 F=APLUS AT F=APLUSAPLUS
H H L H F=A+B F={A+B)PLUSA F=(A+BIPLUS APLUS 1
H H H L F=A+B F=(A+BIPLUS A F=(A+B]PLUS APLUS1
H_H_ H H F=A F = AMINUS 1 F=A

tEach bit is shifted to the next more significant position.

12
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Multiplication combinatoire
Structure calquée sur la structure du calcul

X % % Yq Y %, % X, %,
X3¥o *2% *1Yo *oYo
XYy XYy XYy %oYq >< % % % %
X3¥2 X¥2 XYz XY

13

Multiplication — Multiplication combinatoire (cont.)
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[r1 P11=X4Yo %Y1

P1=X1Yo®XoY4
Iy =(X1¥o)-(XoY4)

= Fait intervenir 2 types d’opérations élémentaires :
1. des produits de bits
2. des additions de sommes partielles

b % X ‘
X % % v [ P2I=XaY o+ X1y 141,40y,
X3Yo [%2Y0 | %1% S k{,?‘%}{w‘
X3¥q %Yq [ XY | %o Y4 A

—————
\

P

.

14
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" . X % % n %
= Cellule élémentaire
e XY %Yo %Yo *1Yo %Yo
X3¥y o XYy XYy %Y,
X3Y2 XYy XYy XY,
X3¥3 ¥z XYz %oY¥3
Py L) Ps Py 3 Py Py

—

symbole simplifié

N

structure du multiplieur combinatoire

N

0 xslyo %Yo %4 Yo %Yo
| [ |
mEm L ol ey ey
3|-2 H 2|-2 H ||-2 H 0-2 lf()
a3 {23 { 13 - o3 |0
\ | | |
P B Ps Py P P Py P

15

§ 8| Multiplication — Multiplication combinatoire (cont.)
&> ENSGTI § 2
§5
3
= Exemple de calcul : X=3, Y=4 ?
0 X3 ¥Yq X5 ¥g X4 ¥ X3 Yo Fonctionne pour les
= H 1 ] + - L o nombres non entiers en
- o
enl L L L . L Lo V|rgul.ef|xe.
| I [ Fonctionne pour les
B n T H e 0 ‘ nombres signés ?
Pr B Ps Py ! P Py Po
o 0 00 01 10 10
0.0 - o0 o 10 H{ 10 -0
o-1 o o1} 11 11 |0

16
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simu/C4_cellElemMultiplicationCombinatoire.circ
simu/C4_cellElemMultiplicationCombinatoire.circ
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Multiplieur Booth
Repose sur l'algorithme de Booth, largement utilisé pour les multiplications, qui permet de
réduire de moitié le nombre de sommes partielles tout en conservant une structure réguliere.

Algorithme de Booth :

Soit A 'opérande de multiplication : A= -ay_; 2N +ay, 2V2 +.... + @, 22+ a, 21 +3, 2°

En utilisant la relation : 21 =2*1—2.2i1

On peut écrire :
A= (-2.ay +ay, +an; )2V 2 +(-2.ay 5 +ay, Hays )2N A +.
+(-2.a; +a, +a; )22 +(-2.a; +a, +0)2°

Il s’agit d’une décomposition de Booth d’ordre 2.

17

Multiplication — Multiplieur Booth (cont.)
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A= {-2.ay, +ay, +ay )2V 2 +(-2.ay 5 +ay4 +ays )2V +..

+(-2.a; +a, +a, )22 +(-2.a, +a, +0 )2°
Quand un nombre M est multiplié par A, les produits partiels obtenus sont du type :
M*-2; M*-1; M*0; M*1; M*2

Le calcul du produit final résulte de la conjugaison de 3 types de commandes :

= complémentation a 2 (*-1),

= décalage a gauche (*2), Idée : Multiplication transformée en étapes logiques
élémentaires (complémentation, décalage, annulation

= annulation (*0).

Multiplieur Booth constitué d’'un décodeur Booth et de cellules élémentaires capables
d’exécuter les 3 types de commande.

18
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Multiplication — Multiplieur Booth (cont.)
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= Table de vérité du décodeur Booth

a, a | a produit déc. | ann. | compl.
" ' i partiel (dec) | (nul) | (a/s)
0|0 | O M*0 0 1 0
0 0 1 M*1 0 0 0
0 1 0 M*1 0 0 0
o 1|1 M*2 1| o 0
1 0 0 M*-2 1 0 1
1101 M*-1 0 0 1
1|10 mM=1 [0 o0 1
1 1 1 M*0 0 1 0

19
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Multiplication — Multiplieur Booth (cont.)

a1 [z —p—— 00— 1 »dec

aiD—- >0 B —Dnul

ai_1 D—“ —Da_s
—I>0

= Table de vérité d’une cellule élémentaire

déc. | ann. | compl. . retenue
(dec) | (nul) (a/s) sortie (carry out)
0 0 0 m;@carryy, | mj.carryp,
0 0 1 mi@carry;, | mj.carry,
0 1 0 0 0
1 0 0 m;_1Dcarryj, |mj_;.carryiy
1 0 1 m;_ Dcarry, |mj_1.carryi,

20

1) cout
mi_1 [z >
dec b
sk

cin sortie

nul

IV. Opérateurs arithmétiques
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= Structure du multiplieur Booth

Réduit les propagations de retenues.

Le nombre d’opérations "utiles" dépend de la configuration des bits du multiplieur.

21

Multiplication — Multiplieur Wallace
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3 S
28
£ 3
)
o £
oS
s =
23

Multiplieur Wallace
Le multiplieur de Wallace n’a pas une structure réguliére mais une structure arborescente.

Il repose sur une décomposition de la multiplication en sous-multiplications sur un nombre
réduit de bits, et sur la combinaison rapide des produits partiels.

Soit A et B sur N bits les nombres a multiplier. On peut écrire :

A*B = 2. A 55 Buisa2V2(Ayisp-BLss™A s Biiss) HA L sg-Byss

Soit 4 multiplications partielles sur 2 fois moins de bits.

‘ Idée : décomposition en sous-multiplications moins lourdes ‘

22
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simu/C4_multiplication_booth.circ
simu/C4_multiplication_booth.circ
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a a a a
3 2 1 ]

b b b b
. X
= Exemple pour N=4 bits ~ PSR ab
ab ab ab ab
" r
b ab
*R — 94 2 ap, ap,
A*B = 2%.Ay;s8-Brise+2%(Apise-Brsa A sp-Buise) A Lse-Buss P P P P P P P P
multiplication de deux nombres de 4 bits
a} a} al aﬂ
. b b b b
Awmss= 333 ; Aisp= a13g ; Bysg= b3b, ; Bigg= a3, P, P, P, P,
pih plh p!h pﬂh
a 3 =P, P, PR
" = p PP P P P PP
A 1 0 s
a1bu aubu ;E) a a a a
ab ab ] x b b b b
11 01 =
p p p p fg b b Plh pnh .
3 'm Ta m P P P P P P P P

multiplication de deux
nomeres de 2 s P Py PR

23

Multiplication — Multiplieur Wallace (cont.)
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= Exemple pour N=4 bits

k') kS b b
P P P P P P P P x ¥y oz
d b2 14 14 EY ) 1a 0
_w
3
+
[+ s
structure du multiplieur de “Wallace pour la
multiplication de dewx nombres de 4 hits Ce“ule Wa"ace 3 . fu” adder

24
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= N>4 bits
cellules de Wallace plus grosses.

0 0

2 2 2
bbb

2 7 X[ ba b

cellule Wallace 5

25

Multiplication — comparaison des structures
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Comparaison des multiplieurs

temps de .
. consommation
traversée

multiplieur classique 54.70 ns 1810 (portes) 4270 pW/MHz
multiplieur Booth 42.18 ns 1020 (portes) 2195 pW/MHz
multiplieur 16 bits en technologie 0.7 um, 3V
multiplieur Booth 5.64 ns 21 242 (um?) 132.4 pyW/MHz
multiplieur Wallace 3.28 ns 21717 (um?) 116.9 uW/MHz

multiplieur 16 bits en technologie 0.18 um, 1,95V

\?y Remarque : il existe d’autre type de structures de multiplieur (Dadda par exemple), optimisées
pour une caractéristique particuliere.

26
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Division - pas d’opérateur dédié

V. Opérateurs
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Algorithme de division s’appuyant sur d’autres opérateurs arithmétiques

— Requiere de la logique séquentielle

Algorithme de division sans restauration :

Décalage des registres P et A de 1 bit vers la gauche.
Si le contenu du registre P est négatif :

— onadditionne le contenu du registre Ba P
Si le contenu du registre P est positif :

— on soustrait le contenu du registre B a P

%
Exemple de R .
I'algorithme de emarque :
division sans Comme on la

restauration fait a la main

®  Silerésultat chargé dans P est négatif on met le bit de poids faible de A (A0)a « 0 » sinon a « I ».
Ces étapes sont répétées N fois, N étant le format des données, ici N=4.

9
A
SHIFTA
LOADB v LOADA
<I> ep S bits] L P e 5 bits. Aﬁug‘: bits E LOADAO
signeP
gres SHIFTP
S-bit — LOADP
\—/ ADD/SOUS

ADD/SOUS 5 bits

signeAS

27

Opérateurs arithmétiques — Remarques générales - Erreurs de calculs
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23

Sources d’erreur de calcul possibles

= Résolution liée au format des données |
. . . [ |
(troncature, arrondi, erreur de représentation) % * *o
+ % ¥ ¥4 Yo
= Addition/soustraction : T T
- '

— débordement (overflow)

% % )
X % % % %
= Multiplication : PRI T——
— arrondi/quantification XYy %Y XYy XY
XYy %Ys KYs XY
X3¥3 %¥3 X1Y3 Xo¥3
e

28
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Opérateurs arithmétiques — Remarques générales
Opérations sur des nombres non-entiers
Opérations sur des nombres signées
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Opérations sur des nombres non-entiers :

Cas du codage en virgule fixe :
Rav!"\ ’ Rappel : la virgule n’a pas d’existence matérielle ; la représentation en virgule fixe est une
\/ interprétation du nombre binaire.
Donc pas d’impact sur les opérateurs. Ce sont les mémes qui traitent les nombres entiers ou non-

entiers a virgule fixe.

Cas du codage en virgule flottante :
Dans ce cas également, les architectures d’opérateurs sont les mémes puisque les calculs en virgule
flottante se traduisent par des additions/soustractions d’entiers pour les calculs de 'exposant, et par
des opérations arithmétiques en virgule fixe pour la mantisse.

Nt
Opérations sur des nombres signés : \/[En complément a deux |
add/sous : les architectures d’opérateurs vues peuvent étre utilisées directement
mult : dépend de la structure

29

Opérateurs arithmétiques — Remarques générales
Opérations sur des nombres non-entiers
en virgule flottante
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IV. Opérateurs
arithmétiques

Multiplication plus simple

addition soustraction plus complexes. o
Les nombres a additionner doivent avoir le méme By
exposant donc il faut aligner les mantisses. ;o
C’est le nombre le plus grand qui impose
la précision de calcul.

My +/=

w41

/ arrondi |‘l‘

Les opérateurs arithmétiques | osepath

sont les mémes que l'on soit en T

virgule fixe ou virgule flottante. quand les normalisation finale |
C’est I'utilisation qu’on en fait exposants sont s e Etfxcip)m"s
qui est différente & proches RaX+v

30
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A l'issue de cette quatrieme partie

& ENSGTI

ECOLE D'INGENIEURS

@

= Quels intéréts y a-t-il a avoir des opérateurs cascadables et a structure réguliere ?

V. Opérateurs
arithmétiques

= Quel codage des nombres est compatible avec les architectures courantes d’opérateurs
arithmétiques ?

31
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